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ARTICOLE

INEGALITATEA LUI BERGSTROM. APLICATII
de
D.M. Biitinetu — Giurgiu® si I. Dina

Inegalitatea lui Bergstrom are urmatorul enunt:
. n n
Daci NeN'— 1, X eR Yy eR:, vk=Ln, X, :Zxk, Y, :Zyk , atunci:

ix—kz > iy , (B),

= yk Yn

cu egalitate, dacd si numai daca, exista t < R* astfel incat X, =t.y,, vk=1n.
Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz are urmatorul enunt:

Daca NeN— 1, X,V eR vK=1n, atunci:

(erkzj( n ysz( X 'yka’ @89,

cu egalitate, dacd si numai dacd, existd t < R* astfel incat X, =t.y,,vk=1n.

Ne propunem sa dam inegalitatii (B) mai multe demonstratii si s evidentiem ca inegalitatea
(B) nu este un caz particular al inegalitatii (C-B-S), ci este o inegalitate distincta, dar echivalenta,
cu inegalitatea (C-B-S). Datorita acestei echivalente noi consideram ca este imoral si chiar
fraudulos sa se foloseasca una din exprimarile:

1) inegalitatea (B) este forma lui ,, Pdcala ” a inegalitatii (C-B-S),

ii) inegalitatea (C-B-S) este forma lui ,, Tdndala * a inegalitatii (B),

Inainte de a prezenta cele patru demonstratii ale inegalitdtii (B) vom arata ca este suficient
sa demonstram inegalitatea (B) numai pentru X, Y, e Rj, vk =1, n. Acelasi lucru se poate arita si
pentru a demonstra inegalitatea (C-B-S). Prin urmare acceptam ca inegalitatea (B) este demonstrata
pentru X, Yy eR*, vk=1n si observim ci daca X =0, vk=1n, atunci inegalitatea (B) se
verifica prin egalitatea 0 = 0.

Daci X, R, vk =1, n, atunci avem:

n

n 2
2 X Xy
D% (ZJ k') >(Z
= yk = yk B Yn - Yn
adica inegalitatea (B) este demonstrata si in acest caz.
Daca m (neN*, M< N dintre numerele X, X,,... X, sunt nenule iar restul sunt nule, putem

presupune (fard a restrange generalitatea) cd Xy, Xp,... X, e R, iar X3 =Xp.0 =...=X, =0. in

acest caz avem:
X ( Xk) ( Xk) Xa
ZYk yk Z;y Z;yk Z;yk

si deci inegalitatea (B) este demonstrata si in acest caz.

2
n

_Xa
Y

! Presedintele Asociatiei Cultural Stiintifice ,, MATEI BASARAB” din Bucuresti
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Prin urmare, in cele patru demonstratii ale inegalitatii (B), pe care le vom prezenta, vom

considera X, Y, eR*, vk=1n.

Demonstratia 1. Este evident ca:

Z( ] (Z;—) t?_2.X,.t4Y, >0 vt R (1).

si atunci discriminantul acestui trinom de gradul al doilea in t ¢ R este:
2 X2
X >— ceea ce demonstreaza inegalitatea (B). Avem egalitate

wXi0 Fs0 o 5

in (1) dacd si numai daci existd t < R* astfel incat
_ _ 1 _
i.t_\/vkzo,vk:ln o tx =Y,wK=In o % =I.y,vk=1n.
VY t

Demonstratia 2. Pornim de la inegalitatea evidenta:
(2).

A>L2¢ weR,
Deoarece X, Y, eR*, vK=1 N rezultica X,,Y, eR , iar inegalitatea (B) se mai scrie

2
SRS
Z(an m >1, (3).

Deoarece
Yo (%) Ve (% o) Yk kayk w—
= =1n
Y (XJ =V, 1% %) T T X

conform inegalitatii (3) rezulta ca:

Yo (%) Ve X Yo=Y %) Vi o X o Y%

Adunand membru cu membru, inegalititile (4) dupa K = l N, deducem ca

n 2 n n n
Z«%(%] 22.2%_ %Z%Zxﬁ Zyk x < Y _1

ceea ce demonstreaza inegalitatea (3) si deci, inegalitatea (B).

n

:2 Xﬁn_ﬁ,w:ﬁ, ().

Demonstratia 3. Prin inductie. Pentru n=2avemde demonstrat cd

P €%y X

y yz Vi +Yo Y_

Intradevir, inegalitatea (5) este echivalenti cu:
X %
1+Y2 > € +%
¢ ]( Yi yz j ¢ j

Avem:
e {2 g Y g2, [l Yo
Yo % Yo oh

(5).

(6).

%Y
=20 X = X 4%, °

adica inegalitatea (6) este adevarata si deci si inegalitatea echivalenta (5) este adevarata
Presupunem ci inegalitatea (B) este adevaratd pentru N=PcN*— 1 si sia demonstram ca

ea este adeviaratd si pentru N= P41,
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Intradevar,
2 2 2
Z Z X_ X2 KXo
yk yk yp+1 = Y yp+1

si conform cu inegalitatea (5) rezulta ca:

p+1Xk X2+Xp+1>((p+xp+lij x§+1_
=Y Y2 Ypa Yp +Ypa Yp+1

Prin urmare, inegalitatea (B) este adevarata si pentru N=P41.
Conform principiului inductiei matematice rezulta ca inegalitatea (B) este adevarata oricare

arfineN— 1 .
Demonstratia 4. Avem:
2 2
LX oy [ X Y (%
e N e e A Nl S (7).
= Yk Zﬁk (YkJ " e (Yk]
: - D % = * . y <
Deoarece functia R SR, f(}tz este convexd pe R’ si Yk =1 rezults,

conform inegalitatii lui Jensen ca:

o) B G HER {8 o

Din inegalitatile (7) si (8) deducem ca:

adicd inegalitatea (B) este demonstrata.
Si demonstrim acum ci (B) < (C-B-S). Intradevir, (B) = (C-B-S). Daci in inegalitatea

(B) Tnlocuim X, cu X, .Y, si Y, cu Y2, vK=1 N obtinem:

\ X - Vi 2 ] ] ) )
i o (e

adica am obtinut inegalitatea (C-B-S).

(C-B-S) = (B). Daca in inegalitatea (C-B-S) inlocuimX, cu Yy, si Y, cu %,
Yk

vk :]7] deducem ca:

S)ER(Em 5] 8] = 853

adica inegalitatea (B).
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Aplicatii

A DacineN'— 1 si ab, % eR, vk=1n X”:ixk’ a.X. sb.x, vk=In,

atunci:
n
(9).

n Xk >
Za. X, —bx, “an_b’

n X, n Xl%
i :Za.xn _bx, :Za.xn X —b.xZ’

de unde, conform inegalitatii (B) deducem ca:
X2 X2
Sn 2 n : : (10)'

a,z;xn X, _b.ixf ) a.X? _b.ixﬁ |

Deoarece media aritmeticd a numerelor X, \vK =1 N este mai micd decat media pitratici a

Demonstratia 1. Avem:

acelorasi numere rezulta ca:
n x2>x—r$ o -b. n x2<_b.X—f$ o a.X?_b. \ x2<a.X2_9.X2_
Z; k = n Z; k = n n Z; k = n n n—
an-b 1 n
a.xﬁ_b.gx,f €n-b Xy
Din relatiile (10) si (11) rezulta inegalitatea (9).
Demonstratia 2. Avem:
n & X 1) a n 1
T = - ~7 1 T :_-X . — ~/ L
> th Z(a.xn_b.x‘fbj b " &a. X, —b.x
unde aplicam inegalitatea (B) si deducem ca:
n_a n a n an®
Sn+—2—.xn.n—:—.xn. - <:>
b=b S ax, b b"""an.X _b.X, b an_b

. ar  n_ar_aribn  n
< %2y b b= bab —anb

ceea ce trebuia demonstrat.
Observatia 1. Pentru n = 3, a = b =1 din inegalitatea (9) obtinem:

X X X 3
L2 -5 > > (12)
Xo X Xg+X X +X

adica inegalitatea lui Nesbitt.

A2. Daca 81, a21 631 Q; bg: Q,, X y, ZeR’:_ 51 ai+b2 :a2 _|_b3 :a3 +b1 —S, atunci:
; ; L2 13
ay+bz T,z bx Taxiby s’ (13).

7
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Demonstratie. Fie

A X _ X2 |
Zai}’+b12 Zaixy+blxz

unde aplicam inegalitatea (B) si deducem ca:

€+y+23 €+y+23
_el+bz}<)/+€2 +by Y7+ @ +h X s @Yz

(14).

Deoarece: ((+ y+z‘?}23(<y+ Y24+ ZX, din inegalitatea (14) obtinem inegalitatea (13) si
demonstratia se Incheie.

Observatia 2. Daci @ =&, =8, =0 =b, =b, =1, atunci s = 2 si din (13) obtinem
inegalitatea (12).

A3. Daci @, b, XY, zeR si X.y.z=1, atunci:

1 1 1 3

) 15).
x3 @y+sz+ y? @z+bxj+ z8 ¢1x+byj2 a+b (15)
Demonstratie. Avem:
1
v X
- ZXS QV+bzY Zaxy+ bxz
unde aplicam inegalitatea (B) si deducem:
( 11 l]

x " y Z B Y+YZ+2X" _XY+YZ42X (16).

> - = = =
T @+b ey +yzi2x «yzf«y+yz+zx/¢a+bl a+b

Conform inegalitatii mediilor avem:
XY+ YZ4+2X>3.3 (<yz —3 si atunci inegalitatea (16) devine: B>

inegalitatea (15).
Observatia 3. Daci a=D=1, din inegalitatea (15) se obtine o problemi propusi de Rusia
la a XXXVI-a O.1.M., Canada, 1995.

, adica am demonstrat

3
a+b

Ne propunem sd demonstram inegalitatea:

Daci NeN — 1, X, Vi, Z eR’, vk=1 n, atunci:

( XY .sz g( x&j( yf)( zg} an

Mai intai demonstram:

Teorema 1. Daca NeN"\ 3 X, eR’,vk=1n, atunci:

n y3 n 2 n 3
( %)( yk) 2( xk) (18),
Ve ) & 4
Demonstratie. Inegalitatea (18) se mai scrie:
X _ Xo
e EY

de unde se constata o asemanare cu inegalitatea (B).
8
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Sa demonstram acum:
Lema 1. Daci t e €1, oo, atunci:

(+t‘ﬁ >14+ 3, (20).

Intradevar,

1+t-0 — (+t\§:1+2t+t2 >142t, (21).

Rezulta atunci ca:

(+t\2] = (+t\2] . (+t} (4_2:} (+t3:1+3+22 >14+3, (22)
ceea ce demonstreaza lema.
Relatia (20) se mai poate demonstra si astfel:

(+t\i‘ =1+3 +3|12 +t3 =1+3 +t2 6+t}:1+3t +t2 (+t +2}1+3ﬁ +t2 >14+3.

Relatia (19) este echivalenta cu inegalitatea:

3 2
SEANAS
fon] .(yk] >1 (23).

Avem:
3 2 3
X\ (Yo _ Y (X Y, k-1n Y
(Xn] (ykj Yn (yk Xn] ’ a , ( )
Conform inegahtatn (20) rezulta:
Xk 'Yn Xk Y yk Xk 'Yn —yk : Xn 1 n
X 0| >143. , vk=1n, 25).
(yk'x] (_'- Yic- X ] i Yie- X, %)
Prin urmare,
3 2
i L yk. XkYn >i 1 3XkYn_yk Xn _
Xn yk Yn yk ’Xn B n yk Xn
Yeg( X %) 3% oY% e 1T
=y +3.(Xn Ynj_3 X 2 Y vk =1,n, (26).

Prin insumarea relatiilor (26), membru cu membru, dupé k=1 n, deducem ca:

() () 2 B g in = X vt

ceea ce demonstreaza inegalitatea (23) si deci ne demonstreaza si 1nega11tatea echivalentd (18),
adicd demonstraza teorema.

Daci in inegalitatea (18) inlocuim X, cu X, -YZ si Y, cu Y, WK =1 n deducem ca:

n n 2 n 3
(Zﬁj(zyij z(zxk -y&j , (27).
Fie NeN\ 3 X, Vi,Z eR;, vk=1n si si inlocuim in relatia (27) pe Y cu Y -Z,
K :]7] , atunci deducem ca:

( ij (Z;yk Zi - Y - Zk) ( X+ Y Zk) (28).

Daci inlocuim Tn inegalitatea (C-B-S) pe % cu Vi -+/Yi si peVYi cu Z -4/Z., vKk=1n

rezulta ca:
n n n 2
( y[:)]( ZS)Z( yk'zk'\/ykzkji (29).
9
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Din relatiile (28) si (29) rezulta ca:

(£2) (B (8o (En ) o e

ceea ce demonstreaza inegalitatea (17).
Pe baza inegalitatii (20) putem demonstra Tn mod analog inegalitatea:

n Xl? n_, 2 n 3
( —]( ij 2( Xk'yk) ) (30).
24y, [ & 4
n n
Intradevar, notand U,, = Z;Xk Yer V= Z;y,f , inegalitatea (30) este echivalenta cu:

X, V2 RV A ’
( yk] U3 aun] yk Vn (ykun] 21’ (31).

Conform cu inegalitatea (20) avem:

3
(kan] 21+3.Xk°vn—yk'un’ vk:ﬁ PN

yk 'Un yk ’Un

Yo (%M ) ¥ %V W) k_th (32)
Vn yk’Un _Vn Un V ’ - |

n

Prin insumarea membru cu membru a relatiilor (32) dupa k :]71 obtinem

(B S S N U et

adicd am demonstrat 1nega11tatea (30).
Daci in inegalitatea (30) inlocuim pe X cu X, -V, sipe Y, cu Yo, ‘wK=1 n deducem ci:

(ZXE)( ysz z( X, .ygf, )

Fie NneN'\ 1, X, %, % R, vk=Ln si si inlocuim in inegalitatea (33) pe Y cu
YYiZe vk=1n inacest mod obtinem inegalitatea:

n n 2 n 3
( 4 XE)( > YZi -+ ykzkj 2( > Xy 'ykzkj , (34).

adica am obtinut inegalitatea (28) si procedand ca mai sus deducem inegalitatea (17).
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CONCURSUL DE MATEMATICA ,,MIRON NICOLESCU”

Dupa terminarea studiilor la Facultatea de Matematica a
Universitatii Bucuresti in 1924, a plecat la Paris, unde s-a
inscris la Ecole Normale Supérieure si la Sorbona. Tn 1928 si-a
luat doctoratul, cu teza Fonctions complexes dans le plan et dans
I'espace, sub indrumarea lui Paul Montel. Dupa intoarcerea in
Romania, a predat la Universitatea din Cernauti pana in 1940,
cand a fost numit profesor la Universitatea din Bucuresti.

Tn 1936 a fost ales membru corespondent al Academiei

Miron Nicolescu
(27 august 1903 — 30 iunie 1975)

w = iron Nicolescu s-a nascut la Giurgiu, a urmat

scoala primara si apoi cursurile liceului
»Vatei Basarab” din Bucuresti.

Romane, iar in 1953 membru titular. Tn 1963 a devenit director al Institutului de Matematici al
Academiei Romane. Din 1966 pana la deces a fost presedinte al Academiei Romane.

La Congresul International al Matematicienilor de la Vancouver (Canada) in 1974 a fost
ales vicepresedinte al ,,International Mathematical Union”.

Tn memoria ilustrului matematician, fost elev al colegiului nostru, Tn ultimii ani s-a organizat
concursul anual de matematica ce-i poartd numele, ajungandu-se in 2010 la editia a XI-a.

In continuare, vom prezenta problemele si solutiile acestora, date la:

CONCURSUL DE MATEMATICA ,,MIRON NICOLESCU”

Editia a XI-a, 18 ianuarie 2010

Enunturi

Clasa a IX-a

1.

9 2

. [ x47] x-1 - . .
Rezolvati ecuatia: |:i:| =——, unde I este partea Intreagd a numarului real.

2. Si se demonstreze ci daca a.b>1 atunci a+bga2 +b2.
. A 1 1 ..
3. Fie acR* astfel incat: a+a cZ. Si se arate ca: a’ +7 € Z; gisiti un numdr
irational a care verificd conditiile date.
4. Si se demonstreze ci pentru orice numir natural N> 2 are loc inegalitatea:
1 1 1 13
n+1+n+2+”'Jr on”~ 24
5. Se considera AABG M @B si Nc @C astfel incit MB=|NC. Daca Q este
mijlocul segmentului [MN, aritati i existd un punct E pentru care MBy NC=2QE i
QE este paralela cu bisectoarea BAC.
Clasa a X-a
11 11 .
. . ~ | X2_y? X2 4 y? 2 2
1. Se considera expresia E((, y = T yl +—3 +y1 ‘)(( y/ + yX' Sa se
X2 4xzy wyzoxey) TtV

calculeze: E‘? 2009 ¥/ 2010

11
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2. Fie abCc@ oo B numere in progresic geometricd, in aceastd ordine. Sa se
demonstreze ca pentru orice numar real X ‘), ooﬁ— y are loc egalitatea:
log, x log, x—log, x
log, x ~ log, x—log, X’
3. a) Sa se demonstreze inegalitatile:

. 1 -~ . 2 -
(I) X+7(221 VXE‘),OO/; (”)%S\/X_y, VX,YE‘),OO/;

b) S se demonstreze ca pentru \v@,b < @, 1" are loc inegalitatea:

2ab 2ab

4. Sa se rezolve in multimea C ecuatiile:

1 ~ 1—Z n 1+Z " o =
a) W+Vv:2C03a’ ac@z: b (mj +(E) =2c08, nNeN,aec@ r.

5. Fie 7,,2,,2; cC\R cu|z)| =|Z,| =|z;| =1. Daca 7.7, .2; -1 Si se arate ci:
htly+L+hl+ 0l +013
(= .

2,2,2, 41
Clasa a Xl-a
: 12345
1. Fie geS, 0:3 145 2]

a) Siase determine K < N*, minim, astfel incat &~ —e€;

b) Sa se calculeze 0-201(;

) Sise arate cd oricare ar fi e S,, existd K ¢ N* astfel ncat o-k =€.

2. a) Si se calculeze ( CO-$. Sma] ,NeN*;
—Siha CO%
143
b) Daci A= % i , sa se determine A", N N*.
2 2

3. Folosind proprietatile determinantilor, sa se arate ca
ayb bic cia
a’+b®> b*4c* c*ya’=2abc@-b -c ¢-a.
a*+b® bPyc® ctia’ -

4. Sa se calculeze limitele sirurilor:

o
a) an :m,
b) a,=vnN+2_2/n+1+/n+3;

9a| L, L, 1 1 T
T|12723734T e

1
5. Si se arate ca functia f:|=,2]|— VISR, f& =teZ nu are limitd in punctul

X =1.

12
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Clasa a Xll-a

1. Pemultimea G=@§ 2 U@ +oo se defineste legea de compozitie:
w7 GG 56

€Y xoy=€-L7""+1
Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:
a) G nu este parte stabila in raport cu legea data.
b) Legea de compozitie ,,°” este asociativa.
c) Legea de compozitie ,,>”” admite ca element neutru numarul e = 2.

d) ¢, o este grup abelian.
2. Fie ,. un grup. Sa se arate ci dacd pentru X,y G au loc relatiile - yi =¢- Xi
si €Y )=¢-X), atunci G este grup comutativ.

2
3. Fiesirul |, =sz XdX.

a) Sase calculeze | si l,.
b) Sa se arate ca sirul (n }zl este monoton i marginit.
4. Se considera functia f: I), 2__) R, unde f ‘(\: LI(—_
- ~ 2X +1_-|(

a) Sasearate ca f este integrabila Riemann.
2
b) S se calculeze Jf ((BIX
Solutii

Clasa a IX-a

L [x+7]_x-1 259 <27 =79 T2
L9 - x-1 Z - x-1 Z -
2 € 2 €
0<2x414_9x 41918 0<_7x423<18 _23< Tx< 5]: ¢7
x-1 x-1 _
T 5 e ~ 5 e - X71€Z -
70T 82 |
— w1 — 77 = Xe 3
TeZ X-lc Q24,7

2. atb<a®b?daca a.b>1.
a+bga2+b2 |.2 P 2a2+23222a+23 P a2_2a+1+b2_23+1+a2+b2_220 P

o @-11+0-13+¢ +b"-2%0

13
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dar. e_bjzo — a’4+b*>2ab

1} = a2+b222 — a2+b2_220

dar. ab>
@_1j20
Q_lj >0 — e_l\zj+ Q_l\gjju € +b’° _250 ¢ " atunci
a’ +b2 -2>0

a+bga2 +b2 émf B

2
1 (e 1V, (11
3. a +a4 _(a +a2) _2= a+a) _2| -2
1 .. 1
cum a+a eZ rezultica: a +7 cZ

. . . . . 1
Pentru a gasi un numar irational @ este suficient sa dam o valoare intreaga lui a+— astfel:

a+%=3 = a’-3a41=0 = a1,2:3iV9—4:3i\/3

2 2 =
a_ 3+ R\
2
4. Pentru a demonstra inegalitatea: i i i 1—3 entru orice numar natural
' 9 ' n+1+n+2+°"+2n>24p

N> 2 vom utiliza metoda inductiei complete. Fie:

1 1 1 13
PO ittt
1 1 13 7 13 14 13 -
P€Y 34> © 27 © wru ¢
Presupunem adevarata relatia pentru n
1 1 1 13 -
POY Tttt €
Demonstram pentru N4+1

posls -1 1 1 1 1 13

nt2 ne 3t T onton 1T on 2”24
Daca notam cu:

atunci:
~ 1 1 1 1 1
B0 = St o s T a2
Facand diferenta dintre:
EQilEQuat ot Y1 0 EQiEQN0 o
- T 24l 2042 nylt @yl @ng 2T DR
EQ+1>EQ

~ ~ 13 - -
= dar:E0\> 13} = E‘]+1/> E‘]/>2_4 = P‘]—{—l este ﬁ

24
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5. Fie M'e @B'si N'c @C ai. AM=MBsi AN=NC

bB-fC = pv=|pNv

MB:NC-AM+AN-AS unde IRNSM'  paralelogram  si deducem cd
IANSM' este romb, de unde rezultd ca ¢ASeste bisectoarea ,BAC
Fie E mijlocul lui @C

MB;NC=ME+EB+NE+EC-ME+NE=_2EQ-2Q0E —
2QE= AS deci DF||AS

Clasa a X-a

1.

E .
( y}: Xy2 +X2y Xy§ X+y +y X X y+\/7(y+x\/¥/—\/7(y
Ay 2y IX=y Holy )0y 2y
X+Y ﬂ«h[ JXy@x—y | x4y Ty-x"
( \/_ + X+\/_ x\/_y 2y 2«+y] X N 2X — 2y _2
Se=yY  xay Ty—x xyX+yyx X—y
—, .E(2009%2010)2

xl_y; % %]((yz 2y (\/Y—\/Y/ ﬁﬂ/?)
X2y

2. Daci a, b, ¢ sunt in progresie geometrica, atunci b?> —ac. (1)

1 1
_ log, x log, x—log x log.c loga loghb
Egalitatea log x ~log x_logx < Tloga~ 1 1
log.b log,.c
log.c logb—_loga loghb.log.c log.c logb—_log.a log.c
< Joga~ logb.loga logc_logb < Tloga~logc_logb loga <
log,b—log.a < 2logb=loga+logc < logb?=logac <

~log.c—logb
b? —ac

38 () X722 el o XaleX o #2130 o €190
ceea ce este adevarat.

(ii)z—xstx_y, ‘v’X,YE‘),oo:@ 2/xy<x+y < 0<x4+y-2/xy <

o 0O< ‘/7( , ceea ce este adevarat.
bg\/_b. Dar a,be @1, atunci XHIogx si X—log x

sunt descrescitoare. Rezulta 10g, 3 tt)) log, Vab si Iogb >log, vab.
+

b) Din (ii) rezulta ca

15
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Adunam cele doua relatii si rezulta:

log, 2ab +log, 2ab > log, v/ab+log, vab. (1)
a+b a+b

1 1 1
log, vablog, \/%ZEIoga eb}élog (lb}:E ¢-+log.bilog ay

)
1 1 1
Din relatiile (1) si (2) rezulta:
2ab 2ab

1 -
. a) W+Vv:2005a’ ac@r

wW? —2c0saw4+1=0

2cosa+2isina

2
W, =Cos+isina

1-z\' (14+zY -
b) | —— | =2cos, neN,ac@
) (1+Zj +(1_Z &, Ne elr
_(1-zY . o 1 .
Notam 1.7 —W. Atunci ecuatia devine: W+VV —2c0sa. De la punctul a) rezulti ci

A=4cos’a—_4=_4sinfa — W, =

+Z
W =Cofaising, W, =coxa_isina.
Tnlocuim prima valoare a lui w in notatia facuta si rezulta:

(Ej —cofisina — 1-z :cosa+§k”+isin%’, undek =0,n_1.

142 1z
Atunci:
1_coP+ 7 _isind+&r  ogip 8+ &r oioind+ XKy A+ Ky
‘= x e o o s =
1+cosﬁf+isina+7” 2008 KT gigin+ Kz oo P+Kx
n n 2n 2n 2n
sind+ X7 gipd+2Kz ;0o 8+2HKz
B 2nk 2nk 2nk B itga+2k”
T oAy asrXKy o atKr T 2n
Deci Z—_i tgazﬁkﬂ.
Tnlocuind a doua valoare a lui w in notatia facuta rezulta:
12V coa_isina — E:cos%’_isinﬂf, undek —=0,n_1.
1+z 1+2 n n
a+2K¢ a+2K¢

1_cosT+isir%
4

1+c037a+§k” _isiniafk” 2n

16
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a+ 2k7z'
2n

Deci Ze{iitga+2k”‘k O,n 1}

Z=itg

L +2y+234+42y + 4175 + 2525

R
2,2,2, 4+1 €t <

5. A arataca

L +2p+ 2342125 + 4123 + 2514 21 42y + 23+ 42, + L2+ 11

1+2,2,24 1+7,7,74

& LAl 4L+ Ly 4 Ly 4 Lyl + L L L + L)L 21y + 230 2y 2y + 2115 21 25 15 +
VU202 Ty + Tyl 0y 2y 2y =Ty + Ly + Ly + L 1y + 1y 2y + 1 Iy + Ly 2y T + o1y 2575 +
+ 502yl + L 12,05 + 1, 1 2,15 + 1y 5T Ty 2y

Stimed |zi=1 = zi.zZi=lvi=13 (1)

Atunci relatia de mai sus devine:

ceea ce este adevarat.

Clasa a Xl-a
L mocs, oo 12345]

' 0=13 1452
L (L2345(12345 (12345
‘7:[314 2)(31452)2(43521j¢e
., (L2345(12345 (12345
‘7:‘7“7:4352131452:54213}"5e
., . (12345(12345 (12345
‘7:‘7‘7:5421331452:25134}‘te
., (1L2345(12345 (12345
‘7:‘7"’:2513431452:12345]:e
Rezultd K =5 < N* este minimul pentlr(u c%re o =€.

2010 5402 5402 402 2010

C) cardé }n'
0-10-10'1 -10', --,OJ,...ESn (<J
Deoarece multimea S, are un numar finit de elemente (permutirile de gradul n), existd

l<i<j, i,jeNastfelincat o =g . Fie k= j—i «N*. Avem:

g = T = b

17
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: COg Si : L .
2.a) Fie M :( e na'] Folosind metoda inductiei matematice sa aratam ca:

—Sing CO0%y
n [ CONy Sing .
PO M _[_sinna cosna]’ neN'
P(] M — CO.%X SNy adevarati
—Siny CO0%y

ne ((COQ+1Yy sinQ+1
e M G0y i)

Presupunem Pl adevarata.

M”#dif'M”.MPf CONy SiMNg [/ CO0%y Sing
B | =sInng CcoNgy

—Sing CO0%Yy )~

CONy.COy—SiNNg.SiNy  CONg-SiNy+SiNNgy.CO%y
1 =SiNNg-CO0gy—SiNg-CONy —SiNNg-SiNg+C0Ny-CO0Sy |~

cos(\+1} sin(1 +1}
_[_sin(urla, coqml@]

Rezulta P41 adevarata.

143 cost sinZ
b) Observam ca A= ?/_ 2 = 3 3 |. Conform punctului a) avem:
¥3 1 _sinZ co&
2 92 3 3
n
cosZ  sinZ codZ sinZ
A _ 3 3| _ 3 3 neN*
=l . =l .n Nzl '
_sinZ cost _sinrZ cosZ
3 3 3 3
a+b byc cia a+b c—-a c-b
3. A=|@®+bh? Db?Lc? c:2+a2_q=+cea2+b2 c2_a? c?_b?=
adib® bPicd ciad adibh® ct_a® b’
a+b c-a c-b

—|a? 4+b? (_a}+a] (_b}+b] =
a’ b3 (_a}2+ac+a2\ (_b}2+cb+b2

a+b 1 1
:(_a}_b 2 4 b? cta c+b |=
a®41b® c?iacta? c?ichyb?
G a+b 1 0
= ¢-a ¢-bJa’4+b’ ct+a b_a =

a®+b® c?racta’? cbyb?_ac_a?

18
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a+b 1 0
—¢-a ¢-hla*4+b? ct+a b_a =
B a®+b® c?iacsa’ b_a]i+b+c/

a+b 1 0 Clgmb}cl
=¢-a ¢-b g-aja’ b’ C+a 1 =

a®+b® c?iactra? aysby

0 1 0

=(_a}_b}_a:] a2+b2_Q+a}+bj Ct+a 1 |=

a3+b3_¢2+ac+azje+b] c®racra’ aibg

a®+b? _ac_bc_a*_ab 1
=(_a}_b}_a}lﬁi 3.b%_c?a_ch_a’c_abc.a®_a%h a+b+J=
——¢- a\{) ce- b~ [1+b+c ¢’ —ac_bc— ab a®_b® yc?ayc’bra’csabcrad +a’h
=—¢- a\b c@-b @b’ —a‘c_abc- a%1b® _abc_b%c_ab? 4 b*c_ac? _bc? _abc—

_ad_ b3+c a+02b+a crabcya® 1a%h —_¢-a ¢-C @-b ¢2abc=

=2abga-_bYp-cxg-a
2" _

4'a)an:ﬁ’ n201 a'n>01vn€N'

Metoda 1

. . 2 nl 2 .

lim® _jj — —Ilm—_O 1 lima, =0.

e g, o (410 2”) T R B
Metoda 2

a —nsl <1, YN>2.Rezulti ci sirul eﬂ 12 este sir strict descrescator.

Cum a, >0 weN — 3rl1iman —acR. Avem a, = 21 a, . Trecand la limitd, obtinem:

lima,,, = m%l lima, = a=0.a = a=0,adic ima, =0.

b) lima, =lim¢/n+2-2/n414Vny3 = lim¢ni24vns3-2/ns1 =

_hm(/n+2+\/ 3 _4‘]4_1_“ n+2+Z/o+2\p+3\+n+3_4n_4_
o N2 4 N1 342Nl e N2 +Vn+3:20n41 -

_IlmZ/O+2\O+3\_en_1\ lim 4n? +20n424_ 4n? +4n_1
o JN42 4N+ 342Nl oo ‘/n+2+\/n+3+2\/n+1 ¢\/O+2 (1.{.3 4+ 2n— 1
o
—Ilm —

(\/1+ 2] j(z\/n 5, _]_
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. 1 1 1 I
° !LT%=!£{1.—2+2—.3+§1+-~+WJ -
Ciind (2 L) (L 1y 1L 1 1"
e\ 172) 7273737 3) T nTngt)| T
1

( 1\ T
—liml-— | Zlim|l.— _
rI‘ILoo 1 n+1) fl1| (+n+1) ©

(1 g gl
5 f.(i,zj_lgj_)R, fe=teZ

- 21 :
i) Fie 0 <X, <], Xn_)l;rezultax—n>1 ‘7—21- = 27)2(' SZ = A'ﬂ.}tg{; =—c (1)

2
I - 0.1 Y Tz imte % _
ii) Fie X, 51 X' XL rezultd O< X, <1 ‘ > — o < > — ALergZXn =+oc (2)

Din (1), (2) rezulta ca nu exista !(Iﬂl’\f ((’.

Clasa a Xll-a

1. Fie G= ‘, 21)‘2, +00 , pe care se defineste legea de compozitie:
0 GxG_sG

€Y xoy=€-1§41
Din identitatea logaritmica fundamentald a°** — A deducem ca:
Xo y _ ((_14110_1:+1:elnqc_1jn¢/_1:+1
cunoscand aceasta relatie, putem face afirmatia ca:
Xo y :ean(_ljn«_1:+1:eln«_ljn«_1:+1: yo X — Xo y _ yo X
a) G parte stabila in raport cu legea data:

ps) ¢XYeG = XoyeG

XeG = x>1 = x-1-0 = ejn(_l}O Ine g1 _()
= €50 =
yeG = y>1 = y-150 = glhg-1)0
— e 151 — Xoysl = XoyeG (D).
X£2 = X-1£1 = |n6_1}:0 Ing g, g0 |1
— e e’ |41 o
Yy£2 — y-1x1 — |n(/_1§t0
— el 1,2 5 Xoyx2 (2).
Din (1) si (2) rezultd ca G este parte stabild a lui R Tn raport cu ,,0"'; atunci propozitia:
G nu este parte stabila In raport cu legea data” (& -

D) €oYIZ=X>2) %Y 2eC

€Oy 7NV INEL ] € e L] _ghe-tne-thet ]
~ In -1 @i~ A ~ j——
Xo oz Lene et ] _ehe i€l _ghetihethe ]

20
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Atunci propozitia:

€oy3yZ=Xo@goz
,legea de compozitie ,,0'" este asociativa’’ éMf B

) @ge=2cGali ¢ xXecG: Xoe=eoX=X
Xo2=X « e 1 _x o 41X & 2=X ﬁ}(eG
Propozitia:
legea de compozitie ,,o"" admite elementul neutru =2 ¢~

d) Pentru ca G sa fie grup abelian trebuie ca:
€) comutativitatea — a fost demonstrata la punctul a)

a) asociativitatea — a fost demonstrata la punctul b)

e.n.) elementul neutru «— @TcGal g XeG: Xof =fox=x
Xof =X « et ] _x o et _x 1 In((_ﬂp(_l}:ln((_lj P
o IN{-1xl & In{-1xIne & f=e4l

s) elementul simetrizabil «— @ XeG @XecGa.i. XoX=Xox=f

XoX=f o eneet il _eil o Ing-1hg-1=1 < In(('_l\:ﬁ\ =

L 1
o XAoe o X=liehel
Propozitia:
. B, ° " este grup abelian” @~

2 xy=€Y{'=€Yiey =€k vy =g Xt =
| —@¢-X)¢-XT=¢-XT =y-x

Deci: X.y=Y.X

Atunci: (3, o este grup abelian.

3. | Sim Xdx

n:‘

Q_.N\kl

4

: x
a) I1=Jsinxdx=_cos<|z=_cos7§7+0050=1 — I,=1

N

/4

2 2 oV 3
I, = G[sin2 XdX — 1-cox :G X_;_S|n2x)|2 —

AN

2 2 2 2

b) Daca X E[O, 7—2[} atunci:

T

z 4
2 2
O<sinx<l — siMx>simM*x — [sifxdx> [sif*xdx = 1,>1,,

Inegalitate din care se deduce ca sirul este monoton
21
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Daca XE[O, 7—2[] atunci:

NN

O<sinx<1?™ — 0O<siTx<l — O< S|r1‘xdx<J'dx — 0<I, <§

Deci sirul este marginit.

. - ~  X—
4. f . p, 2_—) R, f‘(/:m_L-l(_
X -
—0 Xe Pl
0, Xe ’1\ 2X_5_-1 Ep -
8) dac: [ =1L xe|,2 atunci: f¢<_<X2_—X, Xxe 2
2 X= 0 x=2

o

Ilmf(}h%nxi#—é

!(Imf(}!(lmW:O \ — f—discontinui in X=1

{30

I|mf¢<\:I|mX—_1:1
i -2 2X 4\ _—  f_discontinudin X =2
f(’Z\:O

f — functie marginita
Atunci din Teorema lui Lebesgue care spune ca:

O functie f: |a, b 3R care este mirginitisi care are un numir finit de puncte de
discontinuitate, atunci functia f este functie integrabila pe intervalul Ii, b

(YO E R
b) Jf(@x Jz Lo Placs s +—J(——)dx:
1

Z(X_ In@x+1j (( Inxb (1_ Ine— 0) 5€-In2— 1}

J3
=1 = In3_2In2 1_§In >

G[f(@x 1_ @
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SESIUNI DE REFERATE SI COMUNICARI STIINTIFICE

a Sesiunea de referate stiintifice ale profesorilor de matematica si ale
Lelevilor, editia a VIII-a, a Liceului teoretic ,,Nichita Stdnescu” din 8 mai
— 2010, Colegiul National ,,Matei Basarab” a participat cu referatele ce vor

fi prezentate n continuare.

APLICATII ALE DERIVATELOR 1IN FIZICA

De multe ori suntem tentati sd adresam profesorilor nostri
intrebarea ,,De ce trebuie s invitim asta ?”.

Lucrarea noastra se doreste a fi unul dintre multele raspunsuri
care se pot da la aceasta intrebare. Chiar si ochiul unui neavizat poate
sd observe, din exemplele prezentate in lucrare, avantajele nete pe
care ni le pune la dispozitie analiza matematica.

1. Viteza si acceleratia unui mobil

Fie 0 axa A pe care s-au fixat: originea, sensul pozitiv de parcurgere si o unitate de masura.
Consideram un mobil (ce poate fi asimilat unui punct pe axa A) si notam cu X( abscisa
punctului in care se afla mobilul la momentul t (reprezentand spatiul parcurs de mobil).
Diferenta AX—= X(} X reprezinta distanta parcursa de mobil in intervalul Io,t :
M X=X

Viteza medie a mobilului in intervalul de timp |,,t este: N
—*0

L I : XX
Pentru a obtine viteza instantanee a mobilului vom calcula lim& _ IImL—‘O/.
AOAL b Tt

Este evident, din definitia derivatei, ca a doua limitd de mai sus reprezinta derivata lui X n
dx
dt

Tinadnd cont cd acceleratia unui mobil se obtine ca raport intre variatia vitezei si variatia
timpului, printr-un rationament similar celui de mai sus vom avea: a(o}v' (0\’ a(o } X" (0 ~,dar

raport cu t: Vi, =X'¢, ; notatia uzuala din fizici fiind V§ =

cu notatiile specifice fizicii: a‘\:%t/ sau a‘\:%(%(), unde a(o‘ este acceleratia mobilului la
momentul t,.
Exemple

1. Se di legea de miscare a unui mobil de forma X : 3% 1 2t 5. Sa se determine
expresia vitezei momentane (instantanee) a mobilului.

Solutia — (utilizarea exclusiv a cunostintelor de clasa a [X-a).
Se considerd t’ un moment de timp ulterior lui t; At =t'—t —=t" = At 1.
La momentul t’ avem:

X(’}:az +2 _5:3(+At\ﬁ +2(+At}5:3tz L BAL - 3AL2 + 2t + 2AL -5
Viteza medie este:
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X X(’}X(]: 3% L BIAL +-3AL? + 2t L 2At 532 _2t4 5 _

At At At

V,

m

_ M@+ 6 5 o
At

Viteza instantanee se obtine pentru At —50 — V(}G’[ +2

—

Solutia 2 — (utilizarea derivatei)
Daci legea de miscare a mobilului este de forma: X¢ 3% 4 2t 5, atunci:

VEOEX(: @2 4+2 -5 642,

sau altfel scris: V¢ —%:6t+2 = V{:6 42,

Este evident faptul ca prin utilizarea derivatei, rezolvarea este mult mai rapida si mai
simpld. Acest fapt se observa cu atat mai mult cu cat este mai complicata legea de miscare.

2. Se considerd o miscare oscilatorie data de legea: y(}Asin(,j +¢b\- Sa se
determine viteza si acceleratia specifice acesteia.

Solutie
Utilizarea derivatei conduce imediat la rezolvarea problemei:

V= = AoCoset+gn~ = [VEA0CO g |
kb 3¥ @ )= o5 = BCAT 0

2. Intensitatea curentului electric

a) Consideram un conductor. Prin sectiunea transversald a acestuia trece, in

intervalul de timp [Pt sarcina Qg .
Intensitatea curentului electric ce trece prin acel conductor este raportul dintre
variatia sarcinii §i variatia timpului; considerand un interval |O,t', vom avea intensitatea

Q¢ Qb
tt,

Intensitatea curentului electric la momentul t,este obtinuta prin:

|imM_Q =4

L .

medie:

Am obtinut astfel formula intensitatii curentului electric:

1{=Q¢=

Exemplu

Sa consideram o sarcind electrica variabila in timp, data de ecuatia: Q‘ —5 4.
Sa se calculeze intensitatea curentului electric.
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Solutie
Intensitatea curentului electric va fi:
‘\__dQ__d{,t 45 | { =5A

b) O aplicatie deosebit de utila a derivatei apare la tema Transferul optim de putere
ntr-un circuit electric.

Exemplu
O sursd cu tensiunea electromotoare E=120/si rezistenta interna =100
debiteaza pe un circuit exterior un curent cu intensitatea | =2A. Sa se determine rezistenta

circuitului exterior astfel Incat puterea debitata pe acesta sa fie maxima si valoarea maxima a
acestei puteri.

Solutial (rezolvare apeland la cunostinte de clasa a X-a)
Puterea disipata pe circuitul exterior este:

2
P=RI RE2

E — P=——— siare valoarea maxima daca

=r.r &+r3

Fie a= RR - sicum a=Max — R—-aR +2aRriar —

este maxim.

R
R+r

+I
ar +R@aR_l}ar2 -0 = A:1_4ar>0 = c':l<i = am:i =
- iy ar
1_2ar o : s . .
- R= °a =I — pe circuitul exterior puterea disipatd este maxima numai

daca rezistenta circuitului exterior este egald cu rezistenta interna a bateriei.
Ca urmare, valoarea puterii maxime este data de formula:

2
P = - =360V 5i[F=R=100)

Solutia 2 — (rezolvare cu ajutorul derivatei)
Putem considera puterea ca fiind o functie de rezistenta electrica externa, care este

variabila.
RE?
PRYL =
¢ &+

Aceasta functie atinge extremul in punctul in care se anuleaza derivata de ordin I:

ﬁ’_i[ﬁ}
mQ:O
re? E?
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3. Densitatea liniara de masa

Consideram o masa materiala sub forma unei bare, ce poate fi asimilata unui interval
b
Pentru € e b, notim cu M@ masa portiunii din bard cuprinsa in intervalul |, X".

~ ~

. ~ mg —m . . . <
Fixand un punct X, @,b , raportul ‘(X XO«O/ Cu X=X, reprezintd densitatea medie de masa

intre punctele X si X,.

Pe intervale mici se poate considera cd masa este repartizatd omogen si, pornind de la
situatia ideald, avem densitatea liniard de masa in X;:
~ e MEL & -
pto =lim « "(O/sz«o .

—~ XX X_XO -

Exemplu
Consideram ca intervalul p,4 reprezinta o masd materiala astfel ncat

m((} X3 +3X. Si se calculeze densitatea in punctul 2.
Solutie

m <
ﬁvi};&gsjme}ls} = o€ =15

Elevi: Stan loana, Medeler Raluca, cls. a XI_a B
Colegiul National ,, Matei Basarab ”
Profesori coordonatori:
Emilia lancu, Colegiul National ,,Matei Basarab”
Stan Alice — Liceul Teoretic ,, Benjamin Franklin”
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NUMARUL DE AUR
(PROPORTIA DE AUR, DIVIZIUNEA DE AUR)

Sa incepem cu o problema de estetica. Sa consideram un segment de dreapta [AB]. Care este
cea mai ,,placutd” impartire a acestui segment in doud parti ? Unii ar spune ca in doua jumatati, altii
ar spune ca in proportie de 3:1. Grecii antici au gasit un raspuns pe care ei il considerau corect
(teoreticienii 1l numesc ,,simetrie dinamica”).

Daca partii stangi a segmentului 1i atribuim lungimea U = 1, atunci partea dreaptd va avea o
lungime v = 0,618..... Despre un segment astfel proportionat spunem ca este impartit in Sectiunea
(sau Proportia, Diviziunea) de aur (divina).

Ae eB

- . u . . 2 e e o e o
Daca notam @ = V , obtinem ecuatia @ _(1)_].:0 a carei radacina pozitiva este

145
D=5

o constantd care este numitd Numarul de aur sau Proportia divina.
Daca presupunem u = 1, atunci:

=16180339887..

vol 1o 1-=1+Y5 06180330887
O P 2
cum am presupus mai devreme. Notam numarul v =0,6180339887... = ¢ (phi).

Spus in cuvinte, nu pare ceva deosebit, insa figurile construite pe baza raportului de aur par a
fi cele mai frumoase de pe pamant. Chiar §i In prezent, artistii si arhitectii sustin cd cele mai placute
din punct de vedere estetic sunt obiectele a caror lungime si ldtime se afld in acest raport, care
guverneazd proportiile multor opere de artd si arhitectura. Unii istorici s1 matematicieni sustin ca
Pantenonul, maretul templu din Atena, a fost realizat in asa fel incat raportul de aur sa fie clar
evidentiat in fiecare aspect al constructiei. Chiar §i natura pare sa aiba in vedere, in planurile sale,
un asemenea raport. Comparati proportiile oricaror doua camere succesive ale cochiliei de nautil,
sau observati relatia dintre solzii dispusi in sensul acelor de ceasornic si cei dispusi in sens invers
acelor de ceasornic ai unui ananas, si veti vedea ca rapoartele descoperite se apropie de raportul de
aur .
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Se pare ca expresia sectio aurea i apartine lui Leonardo da Vinci. El aduce argumente in
favoarea acestui epitet prin exemple luate din proportiile diferitelor parti ale corpului omenesc, ale
plantelor, ale animalelor sau din arhitectura. Toate statuile antice sunt construite dupa aceasta
reguld. Mai mult, Leonardo da Vinci este de parere ca sectiunea de aur este canonul dupa care ar
trebui s se stabileasca proportiile dintre diferitele parti ale aceleasi cladiri, precum si Intre volumul
construit si cel ramas liber, pentru ca numai astfel poate sa placa ochiului.

Chiar si In prezent, artistii si arhitectii sustin ca@ cele mai placute din punct de vedere estetic
sunt obiectele a caror lungime si latime se afla in acest raport, care guverneaza proportiile multor
opere de artd si arhitecturd. Unii istorici §i matematicieni sustin cad Pantenonul, maretul templu din
Atena, a fost realizat In asa fel incat raportul de aur sd fie clar evidentiat in fiecare aspect al
constructiei. Chiar §i natura pare sa aiba in vedere, in planurile sale, un asemenea raport.

1. Numarul de aur si Fibonacci

Afirmam cd numarul nostru @ (PHI) este strans legat de sirul lui Fibonacci. Reamintim ca
sirul lui Fibonacci este definit prin:

fo=lfi=L..,f,=f +fs N2
Folosirea sectiunii de aur nu-i decat un caz particular al unei reguli generale de revenire a
aceleasi proportii In detaliile unui ansamblu. Este vorba de ,,legea cresterilor organice”, asupra
careia a atras atentia intdi Leonardo Fibonacci atunci cand si-a propus sd socoteascd numarul
perechilor de iepuri de casd care provin dintr-o pereche, presupunand ca iepurii au cate doi pui o
datd la fiecare luna, dupa ce implinesc varsta de doud luni. De asemenea, se presupune ca puii nu
mor niciodatd si sunt, unul de sex masculin si unul de sex feminin. In felul acesta, numarul de
8 e perechi de‘ it?,puri existente' dupa n luni ar trebui sa fie f,. Acestei
' numaratori ii corespunde sirul:1,1,2,3,5,8,13,21,...
3 ! Intr-adevar, la inceput iepuroaica naste un pui, la o luni
I"\--—-\ inca unul, dupd doua luni amandoud, mama si puiul, nasc cate un
88 38 2 pui, deci 1+1=2 s.a.m.d.
Dupa cum se vede orice termen din sir, incepand cu al
88 88 38 3 treilea, este suma celor doi termeni dinaintea lui.
Sirului lui Fibonacci 1 se mai spune si ,,legea cresterilor
88 88 88 38 “8 organice”, fiindca prin acest sir de numere se exprima cresterea
organica sub forma ei cea mai generala.
Va puteti pune intrebarea: Ce poate avea in comun numarul @ cu sirul lui Fibonacci ?
Aceasta este o idee remarcabild a matematicii.
Pentru inceput sa observam ca:
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1 1 1 1
® 1+* 1+7 1+7
b)) 1 1
lo-——
14
@ este o fractie infinita.
Acum sd privim fractiile partiale:
1.1 .. 1 3. 1 ) 1 8 1 13
+1 +71 + 1 + 1

by b L 1
1, 1y
1 1L
1

Toate rezultatele fractiilor sunt rapoarte de numere Fibonacci succesive, fapt ce ,,motiveaza”
teorema care spune ca:

lim T _ .
N0 fn
In cuvinte putem spune ci, pe misurd ce n ia valori din ce in ce mai mari, raportul
termenilor al (n +1)-lea si al n-lea din sirul lui Fibonacci se apropie de ®. Aceasta teorema este
valabild pentru orice secventd arbitrara ce satisface recurenta f, =f_, 4+, , (oricare ar fi n >2), cu
proprietatea ca primii doi termeni sunt dati.

2. Alte proprietati ale numarului ® (PHI)

Plecand de la relatia:
2
l+d=w
prin inmultirea succesiva cu @ a ambilor membri ai egalitatii, obtinem:
2 3
O+P" =P
2 3 4
O +P =0
2 1
O+ =
Scriind termenii consecutivi intr-un sir:
2 =3
Lo, @)...D,...
acest sir este o progresie geometrica cu ratia @. Mai mult, orice termen al acestei progresii este egal
cu suma celor doi termeni precedenti, adicd termenii sirului precedent au proprietati aditive si
totodatd multiplicative.

Sa ne punem acum si problema inversa, adica sa determinam un sir de numere in asa fel
incét termenii lui sd aibd proprietatea termenilor sirului lui Fibonacci.

Fie sirul Uj,U,,Us,..,U,,..si considerim U, =Q"™, adici termenul general al sirului are
forma unei puteri, ca in cazul unei progresii geometrice cu ratia Q.

Scriind proprietatea ce caracterizeazi sirul lui Fibonacci, avem g™ =q™? g™ si
simplificand cu g™ obtinem g —q—1=0.

Regasim relatia pe care o satisface numarul de aur @: (D2 —d-1=0.
1++/5

5

Dar sa mergem mai departe 1 sd scriem solutiile acestei ecuatii: 0, =
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Ca sa gasim forma cea mai generald pe care o poate lua U,, ludm doud constante arbitrare

nl nl
un:cl.[lJf‘/Ej +c2.(@] . (1)

C, si G, sinotdm:

2 2
Punem conditia U =U, =1.
Pentrun=1avem: U =1-C +C,.

145 1_6

Pentrun=2avem: U, =1=¢; . 5 t0 5

De aici rezulta:
1+v5
Cl +Cz :1 Cl :+—\/_
l & 205 2
—-C=—
Cl 2 \/B C 1—\/5

2==205

si inlocuind aceste valori in (1) se obtine sirul lui Fibonacci:

o L|(LB) (145
"= /5 2 2

1.5
2

, atunci:

15 1.5 -2 1
2 "2+ 715 @

si deci termenul general al girului (1) se poate scrie sub forma:

1( . 1
””:E(‘D —%11

Din cele prezentate mai sus rezultd ca existd mai multe siruri care au proprietatea numarului
de aur s1 anume toate sirurile date de relatia (1), care se numesc siruri dublu aditive si au in acelasi
timp proprietatea de a fi termenii unei progresii geometrice. Obtinem astfel ca sirurile considerate
de noi apar ca un caz particular al unor siruri dublu aditive mult mai generale.

Folosind numai definitia U, =U,; +U, ,, oricararfin>2 si luand primii doi termeni in

mod arbitrar, obtinem alte siruri dublu aditive, dar toate au

Daca notaim =

calitatea de a reflecta numeric o insusire a materiei vii, aceeaa [ { N LN/ oy
cresterii realizate prin compuneri succesive aditive. De pilda, l VARVE
botanistii au gasit ca pe o tulpind, distantele dintre nodurile de \[ V /' :
unde se dezvolta frunzele sunt repartizate dupd aceasta lege. De N\ - :
asemenea, se remarcd aceasta lege de crestere in forma \r :
cochiliilor melcilor, sau a scoicilor, a coarnelor animalelor, a 1 :
unor oase, cum ar fi femurul la om, unde, desi cresterea se face ‘_J‘~ ‘

numai printr-o extremitate, se pastreazd forma initiala,
transformandu-se Tn alta mai mare, asemenea ei.

3. Reprezentarea grafica — dreptunghiuri de aur

Legatura geometrica dintre numarul ® (PHI) si numerele lui Fibonacci poate fi vazutad in
graficul alaturat. Pornind de la un dreptunghi de aur (de lungime @ si latime 1), urmeaza un sir
natural de ,,cuibariri” ale dreptunghiurilor divine in cel initial. Lungimea si latimea celui de-al n-lea
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dreptunghi de aur pot fi scrise ca expresii liniare, unde coeficientii sunt intotdeauna
numere Fibonacci.

In aceste dreptunghiuri se poate inscrie o spirald logaritmicd, asa cum arati
imaginea.

T Sa presupunem ca punctul din coltul din stdnga jos al primului dreptunghi este
"_-. originea unui sistem rectangular de coordonate. Apare acum intrebarea: unde se afla
punctul spre care tinde spirala ? Raspunsul este: spirala tinde spre punctul de

coordonate:
~ (143.® 3-
o, - (H50 320),

Asemenea spirale logaritmice sunt echiunghiulare, in sensul ca orice dreapta ce trece prin
punctuIA ((m, y, taie spirala sub unghi constant.

In sensul acesta, spunem ca spirala logaritmica este o generalizare a cercului, unde unghiul
este de 90°, cand spirala se inchide transforméndu-se in cerc. Spirala noastra are un unghi:

0= arcct{2 .In cp) =72968..’
I

Spiralele logaritmice se intalnesc destul de des si In naturd. De exemplu carcasa unui melc,
coltii unui elefant sau conurile de pin au forma de spirala.

Aceasta curba, fiind expresia
geometricdi a mecanismului cresterilor
organice, a fost identificata si pe femur, pe
coarnele animalelor si in foarte multe alte
forme vii. Pana si ochiurile de pe coada
paunului cand el se umfld si isi desface
coada in toatd splendoarea ei, se ageaza pe
ramurile a doua spirale logaritmice.

Asa se explica si preferinta pe care o are ochiul omenesc pentru mdrimile ale caror
dimensiuni se afld in raportul sectiunii de aur, gasindu-le n acest caz mai armonios alcatuite.

Armonia nu-i altceva decat coexistenta normala, naturala si deci fericitd a lucrurilor sau a
fiintelor.

Reprodus de mii si mii de ori de-a lungul mileniilor, in diferite forme din lumea plantelor si
a animalelor, ochiul omenesc s-a deprins cu raportul taieturii de aur din mosi stramosi si de aceea 1i
place instinctiv, fara sa se mai intrebe de ce. Tot asa s-a deprins cu planul de simetrie vertical pe
care-1 vede in corpul lui sau al celorlalte animale si uneori al plantelor.

Alta aplicatie geometricd a numarului @ (PHI) apare la desenarea unui pentagon regulat fara

d. T \/3—c1>_

cerc si compas. Aceasta este legata de faptul ca: cos® -2 sin

5-2° 757 2

4. Cateva curiozitati despre PHI si phi

Un prim fapt ce ,,sare in ochi” si este cel putin curios il constituie relatia simpla intre @, 7 si

. T
e: b= e
Pare intr-adevar ciudat cum trei numere irationale se ,leagd” printr-0 expresie atat de
simpla, insd matematicienii au demonstrat ca asa stau lucrurile si vrem nu vrem trebuie sa-i credem.
Coincidentele nu se opresc insa aici. Sa consideram urmatorul sir:

f, —0,6180339887..
f, ~1,000
f, —~16180339887..
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f, =2,6180339887..
fn = fn_l + 1:n_2 ‘VT]ZZ
Din definitia sirului se observa ca oricare doi termeni consecutivi adunati il dau ca rezultat
pe urmatorul. Este Tnsa nevoie de un ochi ager pentru a observa ca prin inmultirea oricdrui termen
cu ® =1,6180339887... va rezulta termenul imediat urmator. Asadar, fml =f, ..

Prezentdm acum cateva egalitati simple cu @ si ¢:

CD+¢=\/5

D’ =p+1 o =¢p+1
(Dn+2 — (Dml + ch ¢n+2 _ ¢n+1 + (I)n
@ (]

o D+ e )

Elevi: Calin loana Alexandra, cls. a X-a A Colegiul National ,, Matei Basarab”
Asultanei Laura, cls. a X-a A Colegiul National ,, Matei Basarab”
Profesor coordonator: lon Dina, Colegiul National ,, Matei Basarab”
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DIN ISTORIA CRIPTOGRAFIEI

Numele de criptografie vine din limba greaca: cryptos — ascuns si grafie — scriere. Deci,
criptografie inseamna o scriere secreta.

Pe scurt, criptografia se ocupa de urmatoarele:

Expeditorul doreste sa trimita destinatarului un mesaj printr-un canal de comunicatie,
canal cu un grad ridicat de nesiguranta. Aceasta nesiguranta este datd de un inamic, care
doreste — din diverse motive — sa cunoasca si, eventual s modifice continutul mesajului.

Aceastd confidentialitate solicitatd de expeditor si destinatar se rezolva de obicei prin
transformarea mesajului in asa fel incat el sa nu poata fi inteles de nici o persoand care 1-ar putea
intercepta.

Transformarea respectiva se numeste criptare.

Definitia 1.  Criptografia se ocupa atat cu operatia de criptare (cifrare) a unui text, cat si
Cu eventualele incercari de descifrare si de aflare a cheii de criptare.

Criptografia, din punct de vedere istoric, se poate imparti in:

e Criptografia clasica, este criptografia dinaintea aparitiei calculatorului, de unde si
denumirea de criptografie pre-computationala. Aceasta criptografie se bazeaza pe
caractere si consta intr-o serie de transformari elementare (substitutii, transpozitii)
ale caracterelor textului clar.

e Criptografia moderni, este criptografia bazata pe calculator (criptografie
computationali). In criptografia moderna lucrurile s-au complicat, dar multe dintre
ideile criptografiei clasice au rdmas nemodificate.

Pentru inceput, terminologia folosita:

mesajul in forma sa originald este numit text clar;

mesajul rescris printr-o anumita metoda se va numi text criptat;

algoritmul care realizeaza operatia de criptare se numeste cheia de criptare.
Cifrul de substitutie este cifrul bloc la care fiecare caracter sau grup de
caractere ale textului clar ( P ) este substituit cu un alt caracter sau grup de
caractere in textul cifrat ( C ), descifrarea facandu-se prin aplicarea
substitutiei inverse asupra textului cifrat.

YV VY

Definitia 2. Un sistem de criptare este o structura (P,C,K, E,D), unde:
> P= \Q|W€V* este multimea ,,textelor clare”, scrise peste un alfabet

nevid V (uzual V = G 1);
> C= \q |WeW*  este multimea ,,textelor criptate”, scrise peste un alfabet

W nevid (uzual W =V).
» K este o multime de elemente numite chei.
> Fiecare cheie K determind o metodd de criptare € cE si o metodd de

decriptare d, €D. € :P_5C si di :C P sunt functii cu proprietatea

di €@ =W @WeP.

Functia € este evident injectivd; dacd € este bijectivd ( si deci Oy (\I}:GK“1 ¢ )
sistemul de criptare se numeste ,,Simetric”.

Criptografia clasicii se incadreaza in clasa criptografiei cu chei simetrice. In criptografia
clasica exista patru tipuri de cifruri de substitutie.
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4.

Cifruri de substitutie monoalfabetica sunt cifrurile Tn care fiecare caracter al textului

clar ( P) este nlocuit cu un caracter corespondent n textul cifrat (C).;

Cifruri de substitutie polialfabetice. Diferenta dintre aceste sisteme de criptare §i cele

monoalfabetice constd 1n faptul ca substitutia unui caracter variaza in text, in functie de

diversi parametri (pozitie, context etc.). Aceasta conduce bineinteles la un numar mult
mai mare de chei posibile. Se considera ca primul sistem de criptare polialfabetic a fost

creat de Leon Battista in 1568.

Cifruri de substitutie homofonica sunt cifrurile de substitutie intermediare intre
sistemele mono si cele polialfabetice, in care un caracter al alfabetului mesajului clar
(alfabet primar) poate sa aiba mai multe reprezentari. Ideea utilizata in aceste cifruri, este
uniformizarea frecventelor de aparitie a caracterelor alfabetului textului cifrat (alfabet
secundar), pentru a ingreuna atacurile criptanalitice. Se pare ca a fost utilizat prima oara
n 1401 de citre ducele de Mantua.

Cifruri de substitutie poligramica se obtin substituind blocuri de caractere ale
alfabetului primar - numite poligrame - cu alte blocuri de caractere.

Cifruri de substitutie monoalfabetica

Cifruri de substitutie monoalfabetica sunt cifrurile Tn care fiecare caracter al textului clar
( P ) este inlocuit cu un caracter corespondent in textul cifrat ( C ). Existd mai multe cifruri de
substitutie monoalfabetica, dintre care cele mai cunoscute sunt:

» sistemele bazate pe permutari; la aceste sisteme de criptare, textul clar se imparte
n blocuri de n (IZZ\ caractere, dupa care fiecarui bloc i se aplicd o permutare
fixata.

e sisteme de criptare care folosesc permutiri de grad n cu N< 26
o sistem de criptare care folosesc permutari de grad 3
o sistemul de criptare Richelieu.
e sisteme de criptare care folosesc permutari de grad n = 26
o Cifrul lui Cezar;
o Cifrul lui Cezar cu cheie;
o Generalizarea cifrului lui Ceazr numit sistem de criptare afin;
e Cifrul lui Hill
» alte tipuri de criptare
o Sistemul de criptare Polybius;
o Sistemul de criptare al cavalerilor de Malta;

Exemple:

Exemplul 1. Sa presupunem ca vom lua drept cheie de criptare permutarea [

123
2 1 3)

Atunci un text clar, de exemplu FLOARE ALBASTRA pentru criptare se va imparti in
grupe de céte trei caractere:

FLO ARE _AL BAS TRA

LroflRac)a’laas)lrral

Textul criptat va fi:

LFO RAE A_L ABS RTA

Din motive suplimentare de securitate, spatiile dintre cuvinte se ignora de obicei, §i atunci
textul criptat va fi:

LFORAEA_LABSRTA
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213

Textul criptat LFORAEALABSRTA se va imparti in grupe de trei caractere
LFO RAE A L ABS RTA

FiolareCasasrnn

FLOARE ALBASTRA

Pentru decriptare folosi matricea i = 123" (213 (123
p S€ va 101081 matric€a mversa — 1 2 3 — 2 1 3

Exemplul 2. Un sistem celebru de criptare care foloseste permutarile este sistemul
Richelieu. Acest sistem de criptare a fost prezentat si in literatura de Jules
Vernes, in romanul Mathias Sandorf.

Fie textul clar: EMINESCU A FOST UN MARE POET
NATIONAL

Pentru a cripta acest mesaj se ia un carton de dimensiune 6 x 6
casute in care ludm aleator mai multe gauri, de exemplu, 9 gauri ca in
figura aldturata.

Vom scrie textul care trebuie criptat sub forma unui tabel de
aceeasi dimensiune cu cartonul si anume de sase linii si sase coloane.

E M1 N E S
c u A F
O S T U N
M A R E P
O E T N A
T I O N A L

Aplicand cartonul peste acest text, vor ramane vizibile 9 caractere, citite de la stanga la
dreapta si de sus in jos:

Acestea sunt: MNS TA AN
Vom roti acum cartonul cu 90° in sensul acelor de ceasornic si-1 vom aseza peste textul de
criptat

Textul criptat va fi: _"F  MPTNIL (primul caracter a fost un spatiu si 1-am marcat cu _
pentru a-1 face vizibil)
La a treia rotatie a cartonului vom obtine urmatoarea situatie:
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iar textul criptat va fi: ICUSUEETOA
La a patra rotatie a cartonului se va obtine:

EEUAONRO
Deci textul criptat va fi:

MNS TA AN F MPTNIL ICUSUEETOA EEUAONRO
Pentru decriptare se vor efectua aceleasi operatii.

Exemplul 3.  Unul din primele sisteme de criptare cunoscute este sistemul de criptare
Cezar. Conform istoricului Suetoniu, el a fost folosit de Cezar in
corespondenta sa.

Sa consideram alfabetul latin:
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
Fie K un numar intreg din intervalul [0, 25]. El se va numi ,,cheie de criptare”. Rescriem
alfabetul latin permutat ciclic, Tncepand insa cu litera avand numarul de ordine k (litera A are
numarul de ordine 0). Aceastda noua scriere o asezam sub prima scriere, astfel (am presupus k = 2):

Uu v wXYZ

A B CDEFGH R S T
CDEFGHI J T UVWXY Z AB
Sa presupunem ca avem un text clar NIMIC NOU pe care vrem sa-l criptam cu sistemul
Cezar.
Pentru aceasta vom ageza sub fiecare literd a acestui text, litera aflatd pe linia a doua din
tabelul de mai sus, astfel:
N I M1 C N O U

P KOKE P QW

Textul criptat obtinut este PKOKE PQW . Din motive suplimentare de securitate, spatiile
dintre cuvinte se ignora de obicei si atunci textul criptat va fi:
PKOKEPQW
Pentru decriptare cheia va fi, 26—k. Pe baza ei se vor putea construi cele doud linii ale
tabelului, dupa care scriem textul criptat pe prima linie, iar pe a doua linie determina literele
corespunzatoare, conform tabelului.
In cazul k =2, vom folosi drept cheie numarul 26—2 = 24, iar tabelul (litera 24 corespunde

lui YY) este:
ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXY Z
Y ZABCDEFGHI JKLMNOPOQQRSTUVWX
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Literele PKOKEPQW determina pe a doua linie textul NIMICNOU.

Sa rescriem sistemul Cezar in termenii Definitiei 2. Deoarece textele clare si cele criptate
folosesc alfabetul latin, vom efectua in prima etapd o operatie de “codificare”: asociem literelor
numere intregi din intervalul [0, 25]:

AB CDUEFGH I J K L M N O P Q
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Q S U \% w X Y Z

R T
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

In acest fel putem opera matematic pe un inel finit: Z,s. Vom avea P=C =K =Z,.
Pentru un k ales arbitrar,

e x=mikod6 si d @ Fa—knod6

Tn cartea sa De bello gallico, Cezar aminteste de un sistem de criptare, fird si dea detalii.
Mai tarziu, Suetoniu — in Viata lui Iulius Cezar descrie sistemul. Cezar folosea sistemul Tnlocuind
literele romane cu cele grecesti si folosea deplasarea k = 3. Nepotul lui Cezar, imparatul Augustus a
utilizat acelasi sistem, cu k = 1. Sistemul Cezar a fost utilizat mult timp. Armata rusa apela frecvent
la el in 1915, ca inlocuitor pentru sistemele sale proprii de criptare, prea sofisticate la nivelul
trupelor de camp.

Evident, sistemul de criptare Cezar este un sistem generat de permutarile ciclice din P26.
Fiind numai 26 chei posibile, el este extrem de vulnerabil la atacul prin fortd bruta. Pentru a-i mari
rezistenta, s-a utilizat si o varianta, numita sistem Cezar cu cheie, definita astfel:

Exemplul 4. Se considera un cuvant (cheie), preferabil cu toate caracterele
distincte (in caz contrar, literele identice se folosesc doar la prima
aparitie). Acest cuviant se aseaza la inceputul alfabetului. Dupa ce se
termini, sirul se completeazi cu literele care nu existau in cuvantul

cheie, in ordine alfabetica.

De exemplu, sa presupunem ca s-a ales cuvantul cheie MARTOR. Scriem:
A BCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXY Z
MARTOBCDEFGHI1T JKLNPQSUVWXYZ

Sa presupunem ca avem un text clar NIMIC NOU pe care vrem sa-l criptam cu sistemul
Cezar cu cheie.

Pentru aceasta vom ageza sub fiecare literd a acestui text, litera aflatd pe linia a doua din
tabelul de mai sus, astfel:
C N O U

N I M I
J E I ER J K U

Textul criptat obtinut este JEIER JKU . Din motive suplimentare de securitate, spatiile
dintre cuvinte se ignora de obicei si atunci textul criptat va fi:

JEIERJKU

Pentru decriptare vom folosi permutarea inversa:
A BCDEFGHI J KLMNOPQQRSTUVWXY Z
B FGHI JKLMNOPAQERSTCTDUVWXY Z
Pentru decriptare se va lua textul criptat care se aseaza pe prima linie, iar dedesubt va

apdrea textul 1n clar:
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JJE 1 ER J KU
NI MI CNOUWU

Sistemul Cezar cu cheie rezistd mai bine la atacul cu forta brutd, numarul cheilor fiind acum

cardg -26!

O generalizare a sistemului de criptare Cezar este:

Exemplu 5.  Sistemul de criptare afin. ‘
Vomavea P=C=2Z,, K= ¢, b] abeZ,, cmmdc.@, 26}1 , iar functiile de
criptare si decriptare (pentru o cheie k = (a, b)) sunt:

& € =ax+b (nod26)) d, ¢ > atyta? €6-b o6

Conditia ca a si fie prim cu 26 asigura existenta lui @+ Z,; .
De exemplu, pentru a = 3, b = 5 atunci functia de criptare este €, ((}3X+5 (nod26‘, care
poate fi reprezentata prin tabelul:

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
6 9 12 15 18 21 24 1 4 7 10 13 16 19 22 25 2

(3]
©
=
=
=
~
=
~
N
o
N
w
o
w

sau — scris direct pentru caractere:

A B C K M N Q
F I L J P S B

m 20

DEFGHII J L O P S T U w X
ORUXADG M V'Y H K N T W

N <
N

\%
Q
Astfel, textul clar PRIMAVARA TARZIE se cripteaza in YEDPFQFEF KDECDR.

Deoarece 37 =9 (n0d26’, decriptarea se realizeazd matematic folosind functia
d, (/}Qyﬂ (T'IOCQG\ (sau — practic — inversand cele doud linii ale tabelului de mai sus).
Conditia c.m.m.d.c. (a, 26) = 1 asigurd de asemenea injectivitatea aplicatiei €, .

De exemplu, pentru €, ((}:1OX+1, A si N se transformd ambele in B, iar O nu apare ca
imagine in alfabetul substitutiei.

Sa studiem multimea cheilor K. Orice cheie K cK este determinati complet de valorile
intregi (a, b) cu (a, 26) = 1. Sunt posibile 12 valori pentru ae 3,3,5,7,9,11,1519,21,23,25 .
Pentru b sunt posibile 26 valori, care se iau independent de a, cu singura exceptie a =1, b =0 (care
se exclude deoarece nu conduce la nici o criptare). Deci card(K) = 311, numar suficient de mic
pentru reusita unui atac prin forta bruta.

Exemplul 6. Cifrul lui Hill
Acest sistemul de criptare Hill, a fost creat in 1929 de Lester Hill.

Fie d>2 un numir intreg fixat. Se definesc:

P=C=@&:s% K=M|Mcé' ;s )dei1 30"

Deci o cheie de criptare este o matrice M patrata nesingulara de dimensiune d, cu elemente
din Z,,, iar M~ formeazi cheia de decriptare.
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Textul clar w se imparte Tn blocuri de lungime d:W=gsep..cn || =0 (ultimul bloc se
completeazd eventual pana ajunge la lungimea d). Textul criptat va fi X=/£ ..., unde

A =€ o -Mod6) 1<i<n.
Pentru decriptare se foloseste relatia Oy €3 }: A - M- (YIOCQG\_.

Sa luam de exemplu d = 2 si cheia si fie matricea M 33 cu inversa M~ 151
a luam exempliu d = cneila sa 11 atriceca e y e .
P i 2 5 20 9

Daca textul clar este w = NIMIC NOU,
vom avea:

a=0 13€ 8) -0 13€ 8) @=€ N3¢ 13) -0 Ur¢ 20

Din relatiile:

i =aM oS3 @ 8, o]-& 7938 30 B
=M OR6 L 2 8](:23 3252 6L Q 24+ Y
fs = csM (026 @ 133@ 2)262 6 1936 T
i =cuM (026} {4 20}@ g)zqz 1423 ¢ 122 € M

se obtine textul criptat x =DBAYGTEM.

Pentru decriptare

=M o260 BY o |-@ 13@2 @:@5 603 8¢ I

o= M Qo6 @ Y350 o |-@ 24]@2 @:(180 2163 @ 83 I

= M o536 T3 o |- 6 193@2 @470 2731 @ 133 € N

o= /oM (06 € M]@g - ¢ 123@3 gzeoo 1761 ¢ 20310 U°
NIMIC NOU

Elevi: Cristian Marian Deaconu, Madalina-Georgiana Necula, cls. a XlI-a E,
Colegiul National ,, Matei Basarab”
Profesor coordonator: Viorel Chitimia, Colegiul National ,, Matei Basarab”
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APLICATII PRACTICE ALE STUDIULUI FUNCTIEI DE
GRADUL AL DOILEA

Notiuni teoretice

o Ofunctie f :RR fgFaxX +bx+c undeab,ccR si a0 se numeste
functie de gradul al doilea.

o Forma generala a functiei de gradul al doilea este: f ((}ax2 +bx4c.

2
o Forma canonici a functiei de gradul al doilea este: f ((}a(x+2—k;l) _4—Aa.

o Minimul functiei

Daca a>0, f are un minim: ymin:_A, care se
4a ¥

obtine pentru X=———.

tne p 2a

: iei este: Imf A 5 7
Imaginea functiei este: Imf =| — =, 1+ .
4a
o Maximul functiei
Daca a<0, fare un maxim: Y, :_4%[, care se
b ¥

obtine pentru X=———.

tne p 2a
Imaginea functiei este: Imf —(—oo, _A}

t : = 4l 5 >

Aplicatii practice

1. Fie o fereastra avand forma din figura, la baza fiind dreptunghiulara, iar
in partea de sus fiind un semicerc. Pentru ce lungime totald de toc de
fereastra avem lumina maxima a ferestrei ?

Solutie

Fie 2r — lungimea bazei ferestrei care este egala cu
diametrul semicercului si h inaltimea ei.

Daca notam cu p lungimea totala a tocului si cu S aria

totala a ferestrei, atunci:

p=2r 2N 7
A A
S :2rh+7 =5 +r(3_2r_ﬂr}
72"2

2
= rp_2r® _p? __€+4Y +rp

2 2
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2
Maximul lui S este egal cu maximul functiei de gradul al doilea: f ((‘:!%X— + PX.

2
Astfel S :p—\ si este realizata cand X:—p. Deci r:—p 1)
T 24+ 4 m+2 m+2
Din egalitatea p=2r 42" 4 i (1) => r =h.
Tn concluzie, aria S este maxima pentru r :h:i.
m+2

2. Dintr-o s&rma cu lungimea de 10m se confectioneaza un dreptunghi. Cum
trebuie sa fie acest dreptunghi pentru ca aria sa sa fie maxima ?
Solutie
Daca x si y sunt laturile dreptunghiului atunci:
2X+2y=10/:2 = X+y=5 = y=5-X
Avria dreptunghiului este:
S=X.y=X@—XE5X_X.
Pentru a determina maximul lui S vom determina X
maximul functiei de gradul al doilea

f @& E—X* +5x,

valoare care se realizeaza pentru X = 2,5.

A 2
“da” 4
Atunci laturile dreptunghiului pentru care aria sa este maxima sunt egale cu:
X=25 X=25 X=25

{y:5_x = {y:5_2,5 = {y:2,5
Dreptunghiul devine astfel patrat, iar aria sa maxima este egala cu:

S, —25.25_6.25n%.

unde Yo =

3. Din bucidti de materiale triunghiulare o croitoreasa vrea sa croiascd fete
de masa dreptunghiulare.Cum trebuie croite fetele de masa astfel incat sa
se piarda cat mai putin material ?

A

Solutie

Fie ABC un triunghi oarecare. Pe latura M - N
cea mai mare a triunghiului construim latura cea
mai mare a dreptunghiului, iar celelalte doua
varfuri sd fie pe celelalte doud laturi ale B 2 D > C
triunghiului.

Notam:

BC=a, AD=h, MN=x, MQ-y.

Se poate observa ca:
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AB BC AC BC AC
MBE-MMN = 2 U=MN=AN = MN=AN AE MN

AE EN AN AE AN [ =™ AD"BC —
MEN-MDC = 3 5=5c=2¢ = AD=AC

h—y

h

X
= X: .
a h

Aria dreptunghiului MNPQ fiind egald cu A=X. Y obtinem:

a@-y, ahy_ay* a , a

Avand aceasta arie, putem construi o functie de gradul al doilea de forma:

f:RR f(‘:_%22+az

a TR . . a . <
unde —— <0, ceea ce implicd ci functia are un maxim egal cu Y, =7 care se realizeaza pentru

h
;N
=5
- _ h
In concluzie, MQ:E'
4. Din doua orase A si B, pe doua sosele perpendiculare (O fiind punctul de
intersectie) pleacd in acelasi moment doua vehicule cu viteze constante V; si
V, in directia punctului O.
Distana de la A la O este a, iar de la B la O este b. Sa se determine care
este distanta minima dintre cele doua vehicule.
Caz numeric: v; =8km'h, v, =6km'h, a=12km b=10km
Solufie
Presupunem ca dupa un timp t de la plecarea celor doua
vehicule, vehiculul A ajunge in 4°, iar B ajunge in B B
Distanta AN =Vit, 1ar BB’ =V, t. l
Atunci:
OA —a_wt, iar OB’ =b_w,t. B
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul QA'B'rezulti ci:
AB? —OA*? +OB'2:@_v1tj+Q_v2tj: 5 T 1

= +V3 ¥ -2@u +by Y +a° 1 b’
AB =\/¢12 +V3 TAZ _ZQ.\{ +by, ] +a? 4+b?
Pentru ca distanta 4 'B’ dintre cele doud vehicule sa fie minima trebuie ca expresia de sub

radical sa fie minima.
Se observa ca aceasta expresie determind o functie de gradul al doilea de forma:

fIROLR O +V3 12 —2@y +bv 1182 +b%

Minimul functiei este:
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A_ Afeveby - @ v e @ ﬂpemrut av, + by,

Yin === A¢; +v2 ¢+ Vi +V;
@y —byd [ay by

G+ W

120.60-100.8Q
V8(? 60

Atunci distanta minima A'B’ =

Tn cazul numeric, AB’ = —8kn, pentrut=1,5 ore.

Elevi: Baloiu Radu, Nada George cls. a IX-a,
Colegiul National ,,Matei Basarab”

Profesor coordonator: Mincules Daniela,
Colegiul National ,, Matei Basarab”

SOFTWARE EDUCATIONAL PENTRU MATEMATICA

Aceastd lucrare a fost prezentata la Simpozionul
International ""Challenges and Opportunities of the
New Information and Communication Technologies
for Education”.

Lucrarea de fata isi propune sa prezinte cateva programe educationale concepute de autoare
si realizate impreuna cu cativa elevi. Sunt programe utile atat la orele de matematica cat si la cele de
dirigentie.

1) ,, Transformari geometrice aplicate in algebra” este conceput astfel incat elevii sa deprinda

conostinte si abilitati necesare trasdrii graficelor functiilor elementare. Se vizualizeaza
schema 1n care se poate desprinde teoria ce std la baza tratarii subiectului.
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TRANSFORMARI GEOMETRICE APLICATE IN ALGEBRA

7 - ' CENTRALA =~ T~ AYALA
(o, b)* : Ii¢a.b) - vectorul de translatie 0 yh \\V(x":) o™
M(x,y) ~ punctul supus translatiel 5 ‘ \"‘»,O(X . Yo
M'(x'y) - imaginea punctulul M OX. Yo t
— MOy) oo J \ My
x —_ M(x.y) = o
X =x+a 0| x
R i R B
O =ON =M |y'=y+b x K =1-m ., 2m, . 2nm
o | x'=2x,+a 1+ X T J+mY t 1+m’

=2mx . m’-1 2n
Y=rsm Y 1vm?Y t i¥m?

v ‘/J“
M(x.y) ‘ /
’ 14 e,

d! y=0 (axa x'x)

XX ’ i
1 y'=yel i | x'=x g
| x'=-x \vi=_v 9
0(0.0) {1y, Y=y MUY
. " M) d: y=0 (axa y'y) "
W W pMx.y, £ (T /
% - " / 1 ) \
e : 3 = = P o
g g Bl |x'=-x my)| Mxy K 7
g g A — ¥ L= - AN -
=|4 g /] = Y=Y
3 X' 3| it ol 3
q Iy ee®
My A 1\ / d: y=x (I bisectoars)
a.0) \\— / ‘“ ./ la functii impare v aM(x.y)
=] Nl NZ fiw=-fix W
a b 5 ;-‘n > = s S PO
| x'=-x | M) X
{reat E
|y'=y :
v 4 G §iG

Este tratat apoi fiecare caz in parte:
e Translatie dupd O, ;
e Translatie dupd Oy ;
e Trasarea graficului opus unei functii (prin simetrie fatd de Oy ) ;

e Trasarea modulului unei functii;
e Trasarea graficului functiei inverse (prin simetrie fata de prima bisectoare).

Folosind animatia si sabloane programul se desfasoara pe muzica lui Mozart in cabinetul de
matematica. Pentru a ilustra cum se lucreaza in cabinet folosesc imagini care au fost difuzate la
Realitatea TV.

Folosind transformari geometrice in studiul functiilor, elevii invatd din perspectiva
ansamblului si prin probleme. Se face distinctie intre o problemad instrument (care dd 0 metoda
generald de rezolvare) si problema propriu-zisa. Elevii sunt stimulati sd gandeasca, sa descopere
configuratia numarului mare de functii, precum si proprietitile lor. Impletind perspicacitatea cu
rutina, li se vor intipari in minte imaginile functiilor elementare si a celor derivate din ele. Elevul
devine subiect activ in procesul de invatare, inventeaza probleme pe care le poate rezolva apoi cu
usurintd. Se dezvolta spiritul de observatie care i va fi util in probleme stiintifice sau practice. Se
realiteaza si o educatie esteticd prin grafice. Se dezolta atitudini creatoare, pornind de la exemple
simple spre cele complexe.

Problematizarea si metoda de lucru in grupe mici se preteaza pentru dezvoltarea problemelor
cu fise de lucru, sarcini precise pentru fiecare grupa. Astfel, stilul de predare democratic se
manifestd cu succes.
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2) Particularitati ale asimptotei

Pentru o curba care este nemarginitd in plan (nu poate fi cuprinsa intr-un dreptunghi) se
pune problema dacd ramurile sale nemarginite se apropie necontenit de o dreapta d, adica daca
distanta de la un punct al graficului la dreapta d tinde la 0 cand x tinde catre un punct de acumulare
(finit sau nu) al domeniului de definitie al functiei. O asemenea dreaptd, dacad existd, se numeste

asimptota la graficul functiei f.
Pentru o functie rationala:

f e ax"ya X"y 4a, P«
- prp+bp_1XpJ+...+bo Q((/
f:R\ 4| Q=01
Asimptotele oblice si cele orizontale pot fi
calculate prin impartirea polinomului P(x) la Q(X).
Notam catul cu A(x) si restul cu r(x). Astfel

r ~
f \: A \+J(?
‘(/ ‘(/ Q‘(
Cum gradr «grad)),
. . rg
lIim¢ ¢ —Ag = IImJ(?ZO,
X_)oo‘f ‘(/ ‘(// X—0 ‘(
Ceea ce ne arata ca graficul functiei f tinde asimptotic

spre graficul functiei A(X).
Mentionez ca aceastd metoda este originala.

Este tratat fiecare caz in parte atat pentru functii rationale cat si pentru acele grafice ce pot
admite si alte curbe asimptote nu numai drepte, cum ar fi: sh(x) si ch(x) care au graficele ce tind
asimptotic unul spre altul, cand x tinde spre infinit. Programul este insotit de imagini ale graficelor

functiilor si ale asimptotelor.

imeneshe iy -0 5 -

—lime* =0
X—00

Se vizualizeaza si graficele unor siruri din care se observa monotonia si marginirea lor.

3) Aplicatatii practice ale matricelor

4) Matricele si animatia

5) Discutarea unor familii de functii

6) Cercul trigonometric conceput de mine.

Plansa tipografiata a acestuia, pe care elevii 0 au in portofoliul lor:
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CERCUL TRIGONOMETRIC

sin x

ctg x

|cos x| =1

/3

7) Aplicatie a inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz in fizica care ilustreaza un mod de
imbinare e cunostintelor din domeniul calculului vectorial aplicat in algebra si apoi in
fizicd; in final se pot trage concluzii pentru o lectie de dirigentie (importanta ritmicitatii
oricdrei activitati).

Se face astfel legatura cu softurile dedicate lectiilor de dirigentie:

> Sanatatea creierului

,La sfarsitul secolului trecut, oamenii de stiinta au mai demolat un mit; cel conform caruia
creierul este 0 masina cu care ne nastem, fara a avea posibilitatea sa-i modificam functionarea si
capacitatea.

Astazi este demonstrat: creierul este un organ care
creste si se dezvoltd permanent; mai mult, capacitatea si
vitalitatea lui depind de modul Tn care il hranim si il
tratam. Nu conteaza marimea creierului sau numarul de
neuroni, conteaza neurotransmitatorii, cei care trateaza
mautostrazile” creierului, facdnd posibila circulatia
gandurilor si a sentimentelor. Ei sunt esenta memoriei, a
inteligentei, a creativitatii si a dispozitiei.”

Prin acest program se arata elevilor importanta
hranei, a programului de lucru si efectele nocive ale
calculatorului si televizorului asupra creierului.
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JEAN CARPER
» Inteligenta emotionala

,,Oricine poate deveni furios - e simplu. Dar sa te infurii pe cine trebuie, cat trebuie, cand
trebuie, pentru ceea ce trebuie si cum trebuie - nu este deloc usor” (Aristotel - Etica nicomhaica).
Inteligenta emotionala este o abilitate care implica o relationare creativa cu starile de teama, durere
si dorinta. Este un amestec de stapanire de sine, motivatie, empatie, gandire libera, tact si
diplomatie. Aceste atribute fac persoana respectiva sa aiba o inteligentd emotionala ridicata iar
faptul ca ea le detine, o face sa isi poata controla reactiile emotionale in raport cu alte persoane, prin
constientizarea factorilor care contribuie la aparitia reactiei respective. Asadar, inteligenta
emotionald este capacitatea personald de identificare §i gestionare eficientd a propriilor emotii in
raport cu scopurile personale (carierd, familie, educatie etc). Finalitatea ei constd in atingerea
scopurilor noastre, cu un minim de conflicte inter si intra-personale.

» Strazi vechi din Bucuresti

Are rolul de a trezi curiozitatea elevilor fatd de locurile unde s-au nascut si traiesc, sa le
iubeasca si sa le respecte. Sunt prezentate cateva strazi vechi din Bucuresti impreund cu imaginile
actuale.

Elev: Duta Valentina, Colegiul National ,, Matei Basarab”

Profesor coordonator: Adriana Stanciu, Colegiul National
,»Matei Basarab™
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SOFTWARE EDUCATIONAL PENTRU MATEMATICA
Aceasta lucrare a fost prezentata la
Simpozionul  International  ""Challenges and
Opportunities of the New Information and
Communication Technologies for Education”.

Lucrarea de fatd isi propune sd prezinte cateva programe educationale concepute de
autoare §i realizate Tmpreuna cu cativa elevi. Sunt programe utile atat la orele de matematica cat
si la cele de dirigentie.

1) ,, Transformari geometrice aplicate in algebra” este conceput astfel incat elevii sa

deprinda conostinte si abilitdti necesare trasarii graficelor functiilor elementare. Se
vizualizeaza schema in care se poate desprinde teoria ce sta la baza tratarii subiectului.

TRANSFORMARI GEOMETRICE APLICATE IN ALGEBRA
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Este tratat apoi fiecare caz in parte:
o Translatie dupd Q,;
e Translatie dupd Oy ;
e Trasarea graficului opus unei functii (prin simetrie fatd de Oy ) ;
e Trasarea modulului unei functii;
e Trasarea graficului functiei inverse (prin simetrie fata de prima bisectoare).

Folosind animatia si sabloane programul se desfasoara pe muzica lui Mozart in cabinetul
de matematica. Pentru a ilustra cum se lucreaza in cabinet folosesc imagini care au fost difuzate
la Realitatea TV.




Folosind transformari geometrice in studiul functiilor, elevii invata din perspectiva
ansamblului si prin probleme. Se face distinctie intre o problema instrument (care da 0 metoda
generala de rezolvare) si problema propriu-zisa. Elevii sunt stimulati sa gdndeasca, sa descopere
configuratia numarului mare de functii, precum si proprietatile lor. Impletind perspicacitatea cu
rutina, li se vor intipdri in minte imaginile functiilor elementare si a celor derivate din ele. Elevul
devine subiect activ in procesul de invétare, inventeaza probleme pe care le poate rezolva apoi cu
usurintd. Se dezvolta spiritul de observatie care i va fi util in probleme stiintifice sau practice. Se
realiteaza si o educatie estetica prin grafice. Se dezolta atitudini creatoare, pornind de la exemple
simple spre cele complexe.

Problematizarea si metoda de lucru in grupe mici se preteaza pentru dezvoltarea
problemelor cu fise de lucru, sarcini precise pentru fiecare grupa. Astfel, stilul de predare
democratic se manifesta cu succes.

2) Particularitati ale asimptotei

Pentru o curba care este nemarginita in plan (nu poate fi cuprinsa intr-un dreptunghi) se
pune problema daca ramurile sale nemarginite se apropie necontenit de o dreapta d, adica daca
distanta de la un punct al graficului la dreapta d tinde la O cand X tinde catre un punct de
acumulare (finit sau nu) al domeniului de definitie al functiei. O asemenea dreaptd, daca exista,
se numeste asimptota la graficul functiei f.

Pentru o functie rationala:
-1 ~
aX" +8, X" 4.+ 8 P&,

f
€= bpXP 4+, X 4. by Q¢<
fIR\ o Q=01

Asimptotele oblice si cele orizontale pot fi calculate prin 1mpart1rea polinomului P(x) la
Q(X). Notam catul cu A(x) si restul cu r(x). Astfel f (( A(( +J(?

Cum grad’ <grad), lim¢ ¢ —Ag ™ IImJ(z_O
g <g (Q X%¢ ‘(/ // X—00 Q
Ceea ce ne arata ca graficul functiei f tinde asimptotic spre graﬁcul functiei A(X).
Mentionez cd aceasta metoda este originala.

Este tratat fiecare caz in parte atat pentru - -

functii rationale cat si pentru acele grafice ce pot
admite si alte curbe asimptote nu numai drepte,
cum ar fi: sh(x) si ch(x) care au graficele ce tind || |
asimptotic unul spre altul, cand x tinde spre infinit. ,
Programul este insotit de imagini ale graficelor | ' {
functiilor si ale asimptotelor. i |'I

: . (eXe* e _e \ |/
ll_@(h(}sh((})l(g( 5% ]: | /

—lime>* -0
X—0 :

Se vizualizeaza si graficele unor siruri din care se observd monotonia §i marginirea lor.

3) Aplicatatii practice ale matricelor

4) Matricele si animatia

5) Discutarea unor familii de functii

6) Cercul trigonometric conceput de mine.

2



Plansa tipografiata a acestuia, pe care elevii 0 au n portofoliul lor:

CERCUL TRIGONOMETRIC

sin x

ctg x

|cos x| <1

3

7) Aplicatie a inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz in fizica care ilustreaza un mod
de imbinare e cunostintelor din domeniul calculului vectorial aplicat in algebra si apoi
in fizicd; in final se pot trage concluzii pentru o lectie de dirigentie (importanta
ritmicitatii oricarei activitati).

Se face astfel legatura cu softurile dedicate lectiilor de dirigentie:
» Sandatatea creierului

,La sfargitul secolului trecut, oamenii de stiinta au mai demolat un mit; cel conform
caruia creierul este 0 masina cu care ne nastem, fara a avea posibilitatea sa-i modificam
functionarea si capacitatea.

Astazi este demonstrat: creierul este un organ care
creste si se dezvolta permanent; mai mult, capacitatea si
vitalitatea lui depind de modul Tn care il hranim si Tl
tratam. Nu conteaza marimea creierului sau numarul de
neuroni, conteaza neurotransmitatorii, cei care trateaza
nautostrazile” creierului, facdnd posibila circulatia
gandurilor si a sentimentelor. Ei sunt esenta memoriei, a
inteligentei, a creativitatii si a dispozitiei.”




Prin acest program se arata elevilor importanta hranei, a programului de lucru si efectele
nocive ale calculatorului si televizorului asupra creierului.

JEAN CARPER
» Inteligenta emotionald

,,Oricine poate deveni furios - e simplu. Dar sa te infurii pe cine trebuie, cat trebuie, cand
trebuie, pentru ceea ce trebuie si cum trebuie - nu este deloc usor” (Aristotel - Etica nicomhaica).
Inteligenta emotionald este o abilitate care implica o relationare creativa cu starile de teama,
durere si dorinta. Este un amestec de stapanire de sine, motivatie, empatie, gandire libera, tact si
diplomatie. Aceste atribute fac persoana respectiva sa aiba o inteligenta emotionala ridicata iar
faptul ca ea le detine, o face sa isi poata controla reactiile emotionale Tn raport cu alte persoane,
prin constientizarea factorilor care contribuie la aparitia reactiei respective. Asadar, inteligenta
emotionald este capacitatea personald de identificare si gestionare eficienta a propriilor emotii in
raport cu scopurile personale (cariera, familie, educatie etc). Finalitatea ei constd in atingerea
scopurilor noastre, cu un minim de conflicte inter si intra-personale.

»  Strazi vechi din Bucuresti

Are rolul de a trezi curiozitatea elevilor fatd de locurile unde s-au nascut si traiesc, s le
iubeascd si sd le respecte. Sunt prezentate cateva strdzi vechi din Bucuresti impreunda cu
imaginile actuale.
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